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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
The　ROXY　index　serves　as　an　instrument　for　the　investigation　into　the　stage　and　speed　of　the　process　of
spatial　convergence　and　divergence　observed　on　various　socio－economic　activities．　This　paper　investigates
the　basic　mathematical　characteristics　of　the　ROXY　index，　focusing　upon（i）the　functional　relationships　of
the　ROXY　index　with　the　correlation　coefficient　and　regression　coefficient，　and（ii）the　similarity　and
difference　between　the　ROXY　index　and　correlation　coefficient　in　mathematical　characteristics，　The　results
of　the　investigation　show，　as　indicated　in　a　summary　table　that　the　ROXY　index　possesses　several
characteristics　advantageous　to　empirical　analyses　on　the　dynamic　process　of　the　phenomena　of　spatial
redistribution　of　socio－economic　activities．
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1　　1ntroduction
　　　　Since　the　original　version　of　the　basic　concept　of　the　ROXY　index　had　been　proposed
toward　the　end　of　l970sl｝，　a　number　of　studies　have　been　carried　out　applying　the
ROXY－index　approach　to　empirical　analyses　on　the　phenomena　of　spatial－cycle　processes
observed　in　both　inte卜metropolitan　and　intra－metropolitan　scopes　in　conjunction　with
socio－economic　activities．　In　parallel　with　these　developments，　mathematical　characteristics
peculiar　to　the　ROXY　index　have　been　theoretically　investigated　for　the　purpose　of　obtaining
abetter　insight　into　its　structural　implications．　For　example，　Kawashima　and　Hiraoka（1993）
have　shown，　for　the　system　of　the　one－dimensional　discrete－linear　region，　that　there　exists　a
straightforward　functional　relationship　between　the　ROXY－index　value　for　which　the　CBD
distance　is　used　as　its　welghting　factor　and　the　ROXY－index　va］ue　for　which　the　reversed
CBD　distance　is　used　as　its　weighting　factor．　This　distance－weighting　operationability
wakens／wekened　the　ROXY　index　on　interesting　tool　of　spatial　econometrics．　Hiraoka　and
Kawashima（1993）have　also　developed　two　types　of　theoretically－ideal　formulations　of　the
ROXY　index；one　for　the　system　of　a　one－dimensiona且continuous－linear　region，　and　the
other　for　the　system　of　a　two－dimensional　fan－shaped　region．　Each　of　these　two
formulations　was　examined　by　Hiraoka　and　Kawashima（1994）to　specify　a　functional
relationship　betωeen　the　ROXY－index　value　calculated　by　use　of　the　CBD　distance　as　its
weighting　factor　and　the　ROXY－index　value　calculated　by　use　of　the　reversed　CBD　dlstance
as　its　weighting　factor．
　　　　The　present　paper　which　has　been　prepared　under　such　particular　circumstances　carries
three　sub－themes．　First，　it　investigates　in　Section　2　the　functional　relationship　of　the　value
of　the　ROXY　index　with　that　of　the　correlation　coefficient　and　with　that　of　the　regression
coefficient．　Secondly　in　Sections　3　are　discussed　the　mathematical　characteristics　commonly
shared　by　the　ROXY　index　and　the　cofrelation　coefficient．　Thirdly，　the　mathematical
characteristics　of　the　ROXY　index　which　are　different　from　those　of　the　correlation
coefficient　are　examined　in　Section　4．
2　Relationship　between　ROXY　tndex　and　Correlation　Coefficient
2．1　Definition　of　ROXY　lndex
　　　The　ROXY　index　is　a　quantitative　measure　which　can　be　indicative　of　the　stage　and
speed　of　the　process　of　spatial　convergence　and　divergence　conceived　in　both　of　the
theoretical　and　empirical　spheres．　Suppose，　for　example，　we　are　interested　in　investigating
the　phenomenon　of　population　concentration　and　deconcentration　in　a　system　of　metropolitan
areas．　To　this　inter－metropolitan　analysis，　we　can　apply　the　ROXY　index　which　is　defined　as
f°ll°ws；一　・iWAGR，，t＋1　　　　　　－1SAGR，，t＋1）・…
　　　n－（響・
　　　　　　　itl
n
ll　yit・t＋1
i＝1
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where
ROXY，，，＋1
　v，t
ツ～・診＋1
n
VVAGR，，，．，
SAGR，，、＋1
　　　Let　us
follows4）；
　　：ROXY　index　for　the　period　between　years孟and診十1
　　：population　of　metropolitan　area　i　in　year診（This　variable　is　used　as
　　　　ωeigん診加g　variable2）for　the　calculation　of　W／1G凡、露＋1，）
　　：annual　growth　ratio　of　population　in　metropolitan　area　i　during　the　period
　　　　between　years診and　t十1（This　variable　functions　in　our　study　of　this
　　　　paper　as　prin‘ipally－concerned　z／ariable3〕which　is　given　as　the　k－th　root
　　　　Qf♪～＋々／p，t　where♪、t　andρ～＋距respectively　represent　the　population　of
　　　　metropolitan　area　i　in　year　t　and　that　in　year診十々．）
　　：number　of　metropolitan　areas
　　：weighted　average　of　the　annual　growth　ratioッ～’t＋10verπmetropolitan　areas
　　　　which　is　given　as
　　　　£（。1・yl，‘＋1）／齢
　　　　‘ニ1　　　　　　　　　　　‘二1
　　　：simple　average　of　the　annual　growth　ratio　y！コt＋10verπmetropolitan　areas
　　　　which　is　given　as
　　　　齢‘＋1／・，
　　　　‘＝1
now　introduce　three　vectors　x，ひand　l　which　are　respectively　defined　as
置＝
　　　　　t，t＋1
　　　　　t，t＋1
9＝　　：
　　　　　　：
　　　　　t，t＋1
1＝
?????
，
ωhere　x≧oαηd　9≧o．
Then，　the　ROXY　index　given　by　equation（2．1）can　be　expressed　as　follows；
　　　　　　　　　　　　　　　R・xy・，・…（（i｝1／，ee（ffl「・）…4・
　　　　where　the　notation（α，　b）indicates　the　inner　product　of　vectors　a　and　b，That　is，
（2．2）
　　　　　　　n
（a，b）＝Σ（αibi）．
　　　　　　i＝1
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2．2　Functional　Relationship：ROXY　Index　and　Correlation　Coefficient
　　　For　the　sake　of　simplification，　let　R（x，〃）denote　the　ROXY　index　excluding　the
multiplier　component　of　lO4　in　equation（2．2）．　It　then　results　that
　　　　　　　　　　　　R（・・9）一（呈縦）一・・　　　　　　（・．・）
　　　From　equation（2．3），　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　R（・・9）一（呈織）一・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．・葦（Xi°yi　　　n　－．）．、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣXi°Σyi
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘司　　　　‘司
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（コCi・yi）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝トお．。．9－1・　　　　　　　　（2．4）
where　a　indicates　the　simple　average　of　all　elements　in　vectorα，　and　is　equal　to
　　　　　　　　　　　　　　　（Σαii＝1）／・・
From　equation（2．4），　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　R（x，ω．蓋＠・・ω一・・…9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・hi・ず
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（Xi－x）（yi一切
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　i司
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・x・9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿Coひ（x，　u）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り78ζ7 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）
where　Cov（x，y），which　means　the　covariance　between　vectors　x　and　y，　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　｛禽（…一・）（・・一・）｝／・・
　　　Meanwhile，　the　Pearson’s　correlation　coefficientρ（x，y）ls　given　by
　　　　　　　　　　　　　・（・・y）－ee’呈（亀1）・　　　　　　（・．・）
whereσ。，　which　means　the　standard　deviation　of　vectorα，　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　｛茎（…・）・／・｝1／2・
From　equations（25）and（2．6），　it　can　be　found　that　the　following　functional　relationship
exists　between　R（x，y）andρ（x，y）；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　162
　　　　Mathematical　Characteristics　of　ROXY　Index（IV）：ROXY　Index　as　Compared　with　Correlation　Coefficient
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Asami，　Funamoto，　Hiraoka，　Paelinck，　Kawashima）
　　　　　　　　　　　　　R（x・y）・睾；S’P（x・y）　　　　　　　（…）
　　　Equation（2．7）implies　that　the　ratio　of”the　ROXY－index　value（after　e且imination　of
multiplier　component　of　lO4）”to”the　value　of　the　Pearson’s　correlation　coefficient”is　equal
to　the　ratio　of”the　product　of　two　standard　Cleviations，　one　for亡he　vector　of　weighting
variable　x　and　the　other　for　the　vector　of　principally－concerned　variable　y，”　to　　the　product
of　two　simple　averages，　one　for　the　vector　x　and　the　other　for　the　vector　y．”
2．3　Functional　Relationship：ROXY　lndex　and　Regression　Coefficient
　　　For　a　given　pair　of　vectors　x　and　y，　there　exists　an　explicit　functional　relationship
between　the　value　of　the　correlation　coefficient　and　that　of　the　simple　regression
coefficient．　This　would　mean　that，　in　the　light　of　what　has　been　discussed　in　the　above
subsection，　there　also　exists　an　explicit　functional　relationship　between　the　value　of　the
ROXY　index　and　the　simple　regression　coefficient．　We　will　go　into　details　below　on　this
topic　including　the　discussion　on　the　standardization　procedure　of　vectors　x　and　y　for　the
ROXY　index　in　comparison　with　the　standardization　procedure　of　the　two　vectors　for　the
simple　regression　coefficient．
　　　If　we　set　x　as　the　vector　of　explanatory　variable　and　y　as　the　vector　of　explained
variable，　the　raw－score　regression　equation　is　generally　given　by　the　following　formulation；
　　　　　　　　　　　　9i＝by．x（コc「hi）＋ず・　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）
In　equation（3．1），夕∫means　the　expected　value　of　the　explained　variableッ、　given　vi，　while
傷．。means　the　raw－score　regression　coefficiellt（i．e．，　slope　of　the　simple　regression　Iine）which
is　given　by5）
　　　　　　　　　　　　　・y・x－C°誓葺〃）・　　　　　　　（，．2）
From　equations（25），（2．6）and（32），　the　following　relationships　among　bv．．，　R（x，y）andρ（x，
9）can　be　obtained6）；
　　　　　　　　　　　　　・y・x－：i．lllLgR（x・ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　一σ・ρ（。，9）．　　　　　　　　　　（3・3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　σx
Equation　（3．3）implies　that　the　ratlo　of“the　ROXY－index　value　（after　elimination　of
multiplier　component　of　l　O4）”to“the　value　of　the　raw－score　regression　coefficient”is　equal
to　the　ratio　of“the　variance　of　the　vectors　x”to“the　product　of　two　simple　averages，　one
for　the　vector　x　and　the　other　for　the　vector　y．　
　　　Meanwhile，　let　us　standardizeヱi　andッ、　through　the　fo［lowing　transformation　functions；
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　　　　　　　　　　　　　・メ罪α晦一9屍9・
Then　the　form　of　the　regression　equation（3．1）would　turn　out　to　be
　　　　2yi＝b、，．。X．z。t
（3．4）
（3．5）
where　zsi　means　the　expected　value　of　the　explained　variable　zyi，　given　z。i，　while　b。y．zx　means
the　regression　coefficient．
Under　this　settirlg，　we　obtain　the　following　relationship　indicating　that　the　value　of　the
correlation　coefficient　would　be　equal　to　the　value　of　the　standardized　regression　coefficient
aPPea「ing　in　equation（3．5）T）；
う羅ン．㍊，＝ρ（x，y） （3．6）
Accordingly，　from　equations（2．7）and（3．6），　we　get　the　following　relationships　among　the
standardized　regression　coefficient　b．ン．tt，　ROXY　index　R（x，y），　and　correlation　coefficientρ（x，
y）；
　　　　　　　　　　・・…一藷R（…y）
　　　　　　　　　　　　　　＝ρ（Xpy）．　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）
　　　　Be　that　as　it　may，　it　should　be　noted　that　equations（3．4）are　not　the　only　functions　that
can　transform　xi　and　y、　in　such　a　way　that　the　value　of　the　correlation　coefficient　would
become　equal　to　the　value　of　the　regression　coefficient　as　shown　in　equation（3．6）．　For
example，　a　family　of　the　transformation　functions　as　given　below　would　also　enable　the　value
of　the　correlation　coefficient　to　become　equal　to　the　value　of　the　regression　coefficient；
　　　　　　　　　　・・一”1i’i；一｛EXαぬ評ま9・
where♪and　q　satisfy　the　condition　p／q；ax／ay．
　　　By　analogy　with　this，　we　can　transform　ti　andン、　in　such　a　way　that　the　value　of　the
regression　coefficient　would　become　equal　to　ROXY　index．　Among　possible　transformation
functions　of　such　kind　would　be；
　　　　　　　　　　　・メ‘云丁・画・一ひ‘ま玖
where♪and　q　should　satisfy　the　condition　of
pfq　・σ塁／（x・9）．
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More　concrete　examples　of　such　transformation　functions　are　given　as　follows　for　a　pair　of
variables（Z鋤Zメ）where　Z。l　and　Zyi　are　the　standardized　variables　of　xi　and　y、　respectively；
　　　　　　　　　　　　（・・…）一（轟㍉）・y・－9），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　牒・9‘ヂ），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（￥・矧，・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ximx　　　　gi｝yσx／ア’9／σ。）
It　is　to　be　noted　here　that　any　of　the　above　transformation　functions　enables　us　to　have　the
regression　equation　expressed　by
　　　　　　　　　　　　　2yi＝R（x，かZSi．
Where　2pt　means　the　expected　value　of　the　explained　variable　Zgi　given　the　value　of　the
explaining　variable　Zst．
3　Mathematical　characteristics　of　ROXY　lndex：Common　to　Correbtion
　　　　C◎efficient
　　　The　correlation　coefficientρ（x，y）carries　the　following　well－known　mathematical
characteristics　for　case　X≧O　and夏ノ≧0；
（a－1）Commutativity　between　x　and　y：
　　　　　　　　　　　ρ（x，y）＝ρ（y，x）．
（a－2）Permutativity　for　elements　in　both　x　and　y：
　　　　　　　　　　　ρ（px，」py）＝ρ（x，　y），
　　　Where　p　is　a　square－matrix　operator　which　would　permutate　the　elements　in　a　vector8）
and　referred　to　as　a　permutation　operator．
（a－3）Hyper－homogeneity　of　degree　zero　for　both　x　and　y：
　　　　　　　　　　　ρ（αx，y）＝ρ（x，by）＝ρ（cx，（1y）＝ρ（x，　y）
　　　　　　whereα＞0，　b＞0，　c＞O　and　d＞0．
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（a－4）Orde卜invariance　between　x　and　y：
　　　　　　　　　　∀（ξ，η）dP2（x，　y）：ρ（ξ，η）ニρ（エ，9）
　　　Where　P2（x，y）indicates　the　set　of　all　pairs　of　vectors　which　we　can　generate　by
permutating　the　elements　in　vectors　x　and　y　simultaneously　by　the　same　permutation
operator，　including　the　set　of　vectors　x　and　y．
（a－5）Maximum　for　monotonic　increase　and　minimum　for　monotonic　decrease（i，e．，
　　　　　Monoinc－Max・Monodec－Min　property，　or　MMMM　property）
　　　　　　　　　　（i）　If∀iラヴ：　Xi＞犀ノ　＝⇒　yi≧防，　and
　　　　　　　　　　　　　　if∀‘ヲ与：　yi＞9j　⇒　Xi≧　［1ノ，　then
　　　　　　　　　　　　　　　（x，9）∈αrg』颪αコじρ（ξ，η），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　虚P（⇒
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　町εP㈹
　　　　　　　　　　（li）　If∀iヲ《ノ：　Xi＞匿ノ　：＝＝⇒・　⊆ノ‘≦9i，　and
　　　　　　　　　　　　　　if∀i≠ノ：　｛ノ‘＞yノ　⇒　Xi≦Xi，　then
　　　　　　　　　　　　　　　（x，y）∈arg　Minρ（ξ，η），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξεP㈲
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i7fPtr）
where　P（x）indicates　the　set　of　all　vectors　which　we　can　obtain　by　permutating　the
elements　in　a　vector　x，　including　the　vector　x　itself，
　　　The　ROXY　index　R（x，y），　as　indicated　below，　carries　the　mathematical　characteristics
similar　to　the　correlation　coefficient；
（b－1）Commutativity　between　x　and　y9〕：
　　　　　　　　　　　　R（・・y）一弩；S’P（x・y）　〔f…（2・7）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝亀’望ρω，x）　　〔f・・皿（a－1）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y’x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　R（y，x）．　　　　　　　　　　　　　〔from　（2．7）〕
166
　　　　Mathematical　Characteristics　of　ROXY　Index（IV）：ROXY　Index　as　Compared　with　Correlation　Coefficient
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Asami，　Funamoto，　Hiraoka，　Paeiinck，　Kawashima）
（b－2）Permutativity　for　elements　in　both　x　and　y：
　　　　　　　　　　　R（μ・py）一睾考シρ（pe・py）〔・…（…）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・饗ρ（・・y）　〔…m（a－2）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　R（コじ，y）．　　　　　　　　　　　　　〔fro皿　（2．7）〕
　　　Where　P　is　a　permutation　operator．
（b－3）Hyper－homogeneity　of・degree　zero　for　both　x　and　ylo）：
　　　　　　　（・）R（ax・・）一（1雛ρ（ax，y）〔…m（2・・）and・V・・（ax）…V・・＠）・
（b－4）
（b－5）
　　　　　　　　　　　　　＝匙゜呈・ρ（x，・y）
　　　　　　　　　　　　　　　　x°y
　　　　　　　　　　　　　＝R（x，9）
（・）馳）一 Q1）・（…y）
　　　　　　　　　　　　　一弩；妾9ρ＠・y）
　　　　　　　　　　　　　＝R（x，y）
　　（血）R（cx，吻）＝R＠，吻）
　　　　　　　　　　　　　　＝R（x，y）
　　Whereα＞0，　b＞0，　c＞Oand　d＞0
0rder－invariance　between　x　and　y：
　　　　　　∀（ξ，η）∈1D2（コじ，〃）：R（ξ，η）＝
Maximum　for　monotonic　increase
〔from　（a－3）〕
〔fro皿　（2．7）〕
〔from　（2．7）〕
〔from　（a－3）〕
〔fro皿　（2．7）〕
〔from　（i）〕
〔from　（i）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 　〔from（2．7）and（a－4）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（x，y）
　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　 and　minimum　for　monotonic
Monoinc－Max・Monodec－Min　property，　or　MMMM　property）
　　（i）　If∀i≠ノ：　Xi＞xノ　＝⇒　yi≧y．ノ，　and
　　　　　　if　∀i≠ノ：　yi＞9i　＝⇒　Xi≧Xj，　then
　　　　　　　（x，g）E　arg　Mαc－R（ξ，η），　　　〔from（2。7）and（a－5）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　ξ‘P㈹
　　　　　　　　　　　　　　　　i7EPtr＞
decrease「i）　（i．e．，
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　　　　　（li）　If　∀i≠ノ：　Xi＞匿ノ　＝＝⇒　孟ノi≦y，ノ，　and
　　　　　　　　　if　∀i≠ノ：　9i＞9，ノ　＝＝⇒　Xi≦ユケ，　then
　　　　　　　　　　（x，y）‘αrg　Min　R（ξ，η），　　　〔from（2．7）and（a－5）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ6P㈹
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i7ePke）
4　Mathematical　Characteristics　of　ROXY　lndex　：Different　from　Correlation
　　　　Coefficient
　　　The　ROXY　index　has　been　developed　as　an　analytical　instrument　to　investigate　the
stage　and　speed　of　the　process　of　spatial　convergence　and　divergence，　while　the　correlation
coefficient　has　been　developed　as　an　analytical　tool　to　measure　the　intensity　of　linear
association　between　two　variables．　Therefore，　some　mathematical　characteristics　of　the
ROXY　index　are　different　from　those　of　the　coefficient．　We　discuss　in　this　section　two
examples　on　the　difference　between　the　ROXY　index　and　correlation　coeficient．
　　4．1　Dependency　on　Parallel－shift　Transformation
　　　　As　to　the　correlation　coefficient，　even　if　we　add（or　subtract）agiven　constant　to（or
from）every　element　of　vectors　x　and　another　given　constant　to（or　from）every　element　of
vector　y，　the　va）ue　of　the　correlation　coefficient　would　remain　the　same．　This　characteristic
of　independency　of　the　paralle1－shift　transformation　on　vectors　x　and　y　can　be　expressed　as
　　　　　　　　　　　　ρ（x＋α，y＋b）＝ρ（x，　y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1）
where　all　elements　ofαareαand　all　elements　of　b　are　b．
The　parallel－shift　transformation　would，　however，　affect　the　ROXY－index　value　as　shown　in
what　follows；
　　　　R（x＋・，y＋b）＝σx＋α’σy＋b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（x十α，y＋b）　　　　　〔from（2．7）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＋α・y＋b
　　　　　　　　　　　　　　　　　一論il≒、・（・・9）　　〔…m（・・1）and・V・・（・一・）・V・・（x）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　－x＋差il．、・睾；s’　・（x・y）
　　　　　　　　　　　　　　　　　－x＋差il．gR（・・9）　　〔…m（・・7）〕
　　4．2　Half－unboundedness　of　Value　Range　and　lmplications　as　Convergence－divergence
　　　　　　　lndex
　　　　The　range　of　the　value　of　the　correlation　coefficient，ρ（x，y），　remains　between－1　and
十1．Concerning　the　range　of　ROXY　index　R（x，y），　consider　the　case　when　the　ROXY－index
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method　is　applied　to　an　inter－metropolitan　analysis．　In　this　situation，　generally　speaking，　the
sign　ofッi　which　indicates　the　annual　growth　ratio　of　the　population　of　metropolitan　area　i，　is
positive　for　all　i，　and　so　is　the　sign　of　ci　which　indicates　the　population　of　metoropolitan
area　i．　In　order　to　obtain　the　minimum　and　maximum　values　of　the　ROXY　index　for　this
case，　let　yi　approach　to　infinity　withンゴ（for　all／bu巨）remaining　the　original　fined　valuesl2｝．
Then，　we　have；
lim　R（x，　y）＝
UL→㎝
?? n爵（x、－T）（y、・－9）
　　　　　　　　π薪゜y
（Xi・一・hi）一“i－i（Xi－x）
〔from　（2．5）〕
O
??
?π
＝丑＿1
　　至
（5．1）
　　　Equation（5．1）that，　if」ci　takes　its　maximum　value　a巨＝imax，　and　minimum　value　at　i
；imin，　then　the　ROXY　index　has（i）its　maxi〃zu〃l　value　oノ（xi，nax／乏）－1　when　Yim、n＞O
and　otherンノ5　are　zero，　and（ii）髭εmini〃zum　value　oノ（　timin／匠）－1，　whenッ伽直．＞Oand
otherツ～εare　zero．14ccordinglツ，髭cαηbe　noticed　that　in　the　general　situation　J一
　　　　　　　　　摯η一1・ROXY（x，　y）＜9’429”一1x－1．
　　　　　　　　　　　∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x
Therefore，　since」c、mi．　canわθclose診o　十〇，　we　have仇θρo∬ible　range　o／tんg　value　o／
Roxy（x，　y）as；
　　　　　　　　　　　－1＜ROXY（x，〃）く＋。。．
This　implication　was，　as　a　matter　of　fact，　already　pointed　out　in　Hiraoka　and　Kawashima
（1993），for　the　case　where　the　CBD　distance　is　employed　as　the　weighting　factor　in　an
intra－metropolitan　analysisl3｝．
　　　Let　us　now　examine　the　derivative　of　the　ROXY　index　R（x，y）with　respect　toッ‘in
order　to　obtain　a　better　understamding　on　how　the　marginal　change　ofン、　would　contribute
to　the　change　in　the　ROXY－index　value．　Differentiating　R（x，y）by　yi，　for　this　purpose，　we
have；
　　　　　　　　　話、E＠・・）÷（．≒）・・［｛（　・）一講（綱｝圃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一｛nΣ（Xi－hi）（yi・－9i＝1）｝剃
　　T　　　　　　　［｛（Xi－bl）・す一Coリ（x，　y）］．
n（hi・9）2
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?Therefore，　when　yi　increases，　the　followings　can　be　pointed　out：
（i）　The　value　of　the　ROXY　index　increases　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　Xi＞7＋。＝coひ＠，　y）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
（ii）　The　value　of　the　ROXY　index　does　not　change　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　Xi＝至＋＝Coひ（x，　y）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
㈹　The　value　of　ROXY　index　decreases　if
　　　　　　　　　　　　Xi・。・lc。，儲）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
Therefore，　it　can　be　seen（1）that　the　rate　of　increase　in　the　value　of　the　ROXY　index　would
be　maximized　whenッ‘＿marginally　increases　as　compared　with　the　marginal　increase　in　the
value　ofッ‘（for　i≠imax＞，　and（2）that　the　rate　of　decrease　in　the　value　of　the　ROXY　index
would　be　maximized　whenッ‘所．　marginally　increases　as　compared　with　the　marginahncrease
in　the　value　of　yi（for　i≠imin）．　From　what　has　been　discussed　above，　can　be　derived　the
following　implications；
（i）　If　∀i：　ti≧ti＋1　andッ1＞ヱ1，　and　∀i≠1：　ッ、＝zi，
　　　　then　R（x，　y）＞R（x，z）．
（ii）　If　∀i：　Ci≧li＋1　andツ躍＞z”，　and　∀i≠n：ツi＝Zi，
　　　　then　R（x，　y）＜R（x，　z）．
In　one　aspect，　the　aforementioned　in　this　section　can　perhaps　be　interpreted　as　the
reasonably　desirable　and　necessarily　unavoidable　characteristics　of　the　ROXY　index　which　we
employ　to　measure　the　magnitude　of　the　of　spbtial　convergence－divergence．
　　　　For　the　purpose　of　providing　a　somewhat　more　concrete　idea　on　a　part　of　what　we　have
discussed　in　this　subsection，　let　us　look　at　the　numerical　examples　given　in　Table　l，　where
we　have　Cases　l　and　2．　Note　that　the　difference　between　the　two　cases　is　only　on　the
value　of　the　third　element　of　vector　y；3for　Case　1，　and　6　for　Case　2．　In　Case　1，　there
exists　a　strict　lillear　relationship　of　x＝　2y　between　the　two　vectors　x　and　y．　In　Case　2，
however　there　exists　no　strict　linear　relationship　between　the　two　vectors　x　and　y．　Instead，
in　Case　2，　the　set　of　the　two　vectors　x　and　y　reflects　the　phenomenon　of　a　relative
convergence　toward　each　vector’s　third　element　which　is　larger　than　any　other　element　in
each　vector．　From　Table　1，　we　can　see　the　followingsl
（1）　The　value　of　the　correlation　coefficient（1．000）for　Case　l　is　greater　than　that（0．945）for
　　　　Case　2，　It　is　because　the　correlation　coefficient　is　constructed　to　show　the　strength　of
　　　　the　linear　relationship　between　x　and　y．
（2）The　value　of　the　ROXY　index（0．167）after　the　elimination　of　munltiplier　component　of
　　　　lO4　for　Case　1，　is　smaller　than　that（0．278）for　Case　2．　It　is　because　the　ROXY　index　is
　　　　constructed　to　show　the　magnitude　of　the　convergence－divergence　processes．
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6　Conclusion
　　　In　the　present　paper，　we　have　tried　to　illuminate　the　basic　mathematical　characteristics
of　the　ROXY孟ndex　developed　in　the　field　of　regional　science．　In　doing　so，　we　have
compared　both　common　and　different　characteristics　between　the　value　of　the　ROXY　index
and　that　of　the　correlation　coefficient．　The　major　results　of　our　investigation　in　this　paper　is
summarized　in　Table　2。　This　study　would　hopefully　be　helpful　for　us　to　obtain　a　better
insight　into　the　potential　applicability　of　the　ROXY　index　to　the　empirical　studies　on　the
spatial　dynamic　changes．
Table　l　Numerical　Examples
Ite皿S Case1 Case2
2 1 2 1
Vectors ¢＝4， シ＝ 2 鐙＝ 4， シ＝2
6 3 6 6
Averages 房＝4， 9＝2 房＝4， ず＝3
Stapdard
　　2　8σ・＝冨・ 　　2　2σ9ニーぎ 　　2　8στ＝万・
σ92＝一14R
deviations
CovariancesCoび（x，y）＝一
? c・・（亀ω一』撃
Correlation ρ＠，ω
????
14
ρ（x，y）ニ1
coefficients ＝0．945
ROXY　indices
R（x，y）
　　1ニ　＿
@　6 R（τ，ω＝一
??
withOut　multiplier
＝0．167 ＝0．278
of工04
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Table　2　ROXY　lndex　and　Correlation　Coefficient
Items ROXY　index　R（コじ，　g） Correlation　coefficient　ρ（x，u）
What　to
高?≠唐浮窒
Index　to　measure　magnitude　of
モ盾獅魔?窒№?獅モ?@and　divergence
Index　to　measure　intensity　of
撃奄獅?≠秩@relatiOnship
Mathe皿atlcal
窒?撃≠狽奄盾獅唐?奄
R（x，y）＝σガσ・
b〟E謬　　　　σ塁
　　　　　＿＿ρ（x，y）　　　　　コじ’9
Q’互R（矧一璽ρ（。，ω　　　　　　　　　　　　στ
R（x，y）＝R（9，τ） ρ（x，y）＝ρ（〃，劣）
R（Pπ，　py）＝R（工，〃） ρ（px，　P9）＝ρ（ぼ，9）
SimiIarities
R（αva，9）＝R（τ，b〃）
@　　　　　＝R（cx，　dg）
@　　　　　＝R（x，y）
iα，b，c，αηdd＞0）
ρ（av，y）＝ρ（τ，bg）
@　　　　　＝ρ（cx，　dy）
@　　　　　＝ρ＠，9）
iα，わ，c，απ翻＞0）
Order－invariance Order－invariance
㎜property MMMM　property
　　　　　　　　　　　　　　　一一@　　　　　　　　　　　　　　コ『’9　　R（エ，9R（x＋a，y＋b）＝　　　　　　　　　　　　τ＋α・∬＋b ρ（x＋α，9＋b）＝ρ（工，9）
Differences弩‘π一1≦R＠・の≦忽警一1・
浴C〃＞0）
一1≦ρ（x，y）≦＋1，
Larger　value　for　more　convergenceLarger　absolute　value　for　more
hinearity
Notes　（1）
））?（（
R（x，y）indicates　the　value　of　the　ROXY　index　after　elimination　of　the　multiplier
component　of　104，
P：permutatlon　operator
For　orde卜invariance　and　MMMM　property，　see　details　in　the　text，
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Notes
1）The　baslc　concept　of　the　ROXY　index　was　originally　constructed　and　applied　in　an
　　　empirical　study　by　Kawashima（1978，　pp．9，13　and　14）in　which　the　index　was　called
　　　ROX　instead　of　ROXY，　The　ROX　stands　for　the　Ratio　Of”weighted　average　to　simple
　　　average”（X），　while　ROXY　stands　for　the　Ratio　Of”weighted　average”（X）to”simple
　　　average”　（y）．
2）The　weighting　variabte　is　the　variable　that　is　used　in　the　ROXY－index　analysis　as
　　　weighting　factor　necessary　for　the　calculation　of　the　weighted　average　over　the　value　of
　　　the♪rincipallンーconcerned　variable．　In　case　we　are　interested　in　investigatlng　the
　　　　phenomena　of　population　centralizatlon　and　decentralization　（i．θ．，　phenomena　of
　　　　urbanization　and　suburbanization）within　a　metropolitan　area，　we　often　employ　as
　　　　weighing　variable　the　physical　distance　from　the　CBD（central　business　district）to　each
　　　　locality　in　the　metropolitan　area．　This　distance　is　referred　to　as　physical　CBD　distance，
　　　　or　simply　CBD－distance，　In　this　instance，　we　need　not　have　the　upper　suffix　t　of　the
　　　　notation爵since　the　CBD　distance　remains　fixed　over　time．　On　the　other　hand，　if　we
　　　　use　the　time－distance　from　the　CBD　to　each　locality，　then　we　have　to　stick　to　the
　　　　present　notation爵since　the　time－distance　from　the　CBD　tends　to　change　as　time　goes
　　　　on．
3）The　principallッー‘oncerned　variable　is　the　variable　for　which　we　would　be　intererted　in
　　　　calculating　the　ROXY－index　value．
4）Vector　x　is　the　one　whose　elements　represent　values　of　the　weighting　variable，　while
　　　　vector　y　is　the　one　whose　elements　preprerent　values　of　the　principally－concerned
　　　　variable．　The　vector　l　is　the　unit　vector．
））））???
）9
For　the　derivation　of　this　relationship，　see　Hays（1963，　p．603）．
The　relationship　between　R（x，y）andわ。．エwas　first　discussed　in　Kawashima（1986）．
For　the　derivation　of　this　relationship，　see　Hays（1963，　p．609）．
As　to　the　permutation　operator　p，　in　caseπ＝3　for　example，　the　set　X3　which　consists
of　all　possible　permutation　operators　can　be　expressed　as　follows；
…｛［酬酬，團／，團，［酬割｝．
This　characteristics　would　imply　that，　even　though　we　interchange　the　vector　x　for　the
weighting　variable　and　the　vector　y　for　the　principally－concerned　variable，　the　value　of
the　ROXY　index　would　remain　unchanged．　Consequently，　when　we　are　interested　in　the
intra－metropolitan　analysis　mentioned　in　the　above　note　2），　we　have　the　identical　value
of　the　ROXY　index　for　the　following　two　cases；（1）the　case　in　which　we　have　the　CBD
distance　as　the　weighting　variable　and　the　growth　ratio　of　each　locality　as　the
principally－concemed　variable，　and（ii）the　case　in　which　we　have　the　growth　ratio　as　the
weighting　variable　and　the　CBD　distance　of　each　locality　as　the　principally－concerned
variable．　This　fact　provides　us　with　a　desirable　flexibility　for　the　conceptualization　of
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　　　the　meanings　of　the　ROXY　index　when　we　examine　the　process　of　the　spatial
　　　centralization　and　decentralization．
10）This　characteristics　together　with　the　above　characteristics　of（a－3），　would　indicate　that
　　　the　ROXY　index　and　the　correlation　coefficient　are　both　scale－invariant（i．θ．，　physically
　　　dimensionless）．　That　is，　their　values　are　independent　of　the　scale－unit　employed　to
　　　measure　x　and　y．　In　contrast　with　this，　the　non－standardized　regression　coefficient　is
　　　not　scale－invariant　since三ts　value　varies　depending　on　the　scale－unit　apPlied　to　x　and
　　　y．See　Kawa曲ima（1985，1986）for　a　partial　discussion　on　the　this　subject，
11）In　the　context　of　the　ROXY　index，　this　characteristics　can　be　paraphrased　as　follows：
　　　the　ROXY－index　value　would　be　maximized　when　the　most　intensive　form　of　spatial
　　　concentration，　in　terms　of　growth　ratio，　would　take　place　for　a　given　set　of　a　vector　x
　　　for　the　weighting　variable　and　a　vector　y　for　the　principally－concerned　variable，　while　it
　　　would　be　minimized　when　the　most　intensive　form　of　deconcentration　would　take　place．
12）This　operation　is　equivalent　to　the　operation　that　makes　y，／yi　approach　to　zero　for　all
　　　jbuti．
13）In　case　we　employ　the　CBD　distance　d‘as　the　weighting　factor　in　an　intra－metropolitan
　　　analysis，　the　maximum　and　minimum　values　of　the　ROXY　index　are　respectively　given
　　　as　follows；
　　　　　　　　　　　ma、i。、m　val、e。d撃．1，and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　。i，1。、m　val、e．d藝・－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　’
where
　　d。繊：maximum　value　of　CBD　distance，
　　4而．　　　　　：mlnimum　value　of　CBD　distances，　and　　　　．
a、。v。，ag。。f　CBD　di、，。nce　whi。h　i，　d。fined。，　i　i．d・．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
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